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1.   (i)     ݂ሺߚሻ ൌ ߚ െ
ଵ

ఉ
െ

ଵ

ఉమ
 

݂′ሺߚሻ ൌ 1 
ଵ

ఉమ


ଶ

ఉయ
ൌ

ఉయାఉାଶ

ఉయ
  

݂′ሺߚሻ ൌ 0 ⇒ ଷߚ  ߚ  2 ൌ 0       M1 

ଷߚ  ߚ  2 ൌ ሺߚ  1ሻሺߚଶ െ ߚ  2ሻ  

ଶߚ െ ߚ  2 ് 0   as  ߚଶ െ ߚ  2 ൌ ቀߚ െ
ଵ

ଶ
ቁ
ଶ




ସ




ସ
 0  or discriminant ൌ െ7   E1 

So the only stationary point is  ሺെ1,െ1ሻ   A1 

 

            G2 (5) 

  ݃ሺߚሻ ൌ ߚ 
ଷ

ఉ
െ

ଵ

ఉమ
 

Then  ݃′ሺߚሻ ൌ 1 െ
ଷ

ఉమ


ଶ

ఉయ
   

1 െ
3
ଶߚ


2
ଷߚ

ൌ
ଷߚ െ ߚ3  2

ଷߚ
ൌ
ሺߚ െ 1ሻଶሺߚ  2ሻ

ଷߚ
 

                  M1 

So the stationary points are   ቀെ2,െ
ଵହ

ସ
ቁ   and  ሺ1,3ሻ   A1 

 

            G2 (4) 
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(ii)    ݑ  ݒ ൌ െߙ  and  ݒݑ ൌ ݑ    so  ߚ  ݒ 
ଵ

௨௩
ൌ െߙ 

ଵ

ఉ
   

and    
ଵ

௨


ଵ

௩
 ݒݑ ൌ

௨ା௩

௨௩
 ݒݑ ൌ

ିఈ

ఉ
   ߚ   B1 (1) 

(iii)     

ݑ  ݒ 
ଵ

௨௩
ൌ െ1		 ⇒ 		െߙ 

ଵ

ఉ
ൌ െ1    so    ߙ ൌ 1 

ଵ

ఉ
 

Thus   
ଵ

௨


ଵ

௩
 ݒݑ ൌ

ିఈ

ఉ
 ߚ ൌ ߚ െ

ଵ

ఉ
െ

ଵ

ఉమ
  M1 

,ݑ ⇔    real  ݒ ଶߙ െ ߚ4  0  

As   ߙଶ െ ߚ4  0 ,   ቀ1 
ଵ

ఉ
ቁ
ଶ
െ ߚ4  0  and thus   4ߚଷ െ ଶߚ െ ߚ2 െ 1  0 

ሺߚ െ 1ሻሺ4ߚଶ  ߚ3  1ሻ  0   M1  A1 

ଶߚ4  ߚ3  1 ൌ ቀ2ߚ 
ଷ

ସ
ቁ
ଶ




ଵ




ଵ
 0   or discriminant  ൌ	െ7  and positive quadratic so 

ଶߚ4   ߚ3  1  0  ,  E1 

 and so   ߚ  1   B1 

Hence, from the sketch in part (i),  ݂ሺߚሻ ൌ ߚ െ
ଵ

ఉ
െ

ଵ

ఉమ
ൌ 	

ଵ

௨


ଵ

௩
 ݒݑ  െ1 as required.  E1 (6) 

 (iv)   If   ݑ  ݒ 
ଵ

௨௩
ൌ 3		 ⇒ 		െߙ 

ଵ

ఉ
ൌ 3    so    ߙ ൌ

ଵ

ఉ
െ 3 

Thus  
ଵ

௨


ଵ

௩
 ݒݑ ൌ

ିఈ

ఉ
 ߚ ൌ ߚ 

ଷ

ఉ
െ

ଵ

ఉమ
      M1 

  

 

,ݑ ⇔    real  ݒ ଶߙ െ ߚ4  0   , so   ቀ
ଵ

ఉ
െ 3ቁ

ଶ
െ ߚ4  0   and thus  4ߚଷ െ ଶߚ9  ߚ6 െ 1  0 

Therefore   ሺߚ െ 1ሻଶሺ4ߚ െ 1ሻ  0  and so   ߚ ൌ 1   or   ߚ 
ଵ

ସ
  M1 A1 

From the graph of  ݃ሺߚሻ  we can deduce that the greatest value of   
ଵ

௨


ଵ

௩
  is  3  ݒݑ E1 (4) 
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2.  (i) 

ݕ݀
ݔ݀

ൌ
݀
ݔ݀

ቆሺെ1ሻ
1
ݖ
݀ݖ
ݔ݀

ቇ ൌ ሺെ1ሻ ቈ2݁ݔ௫
మ ݀ݖ
ݔ݀


1
ݖ
݀ାଵݖ
ାଵݔ݀

 

                      M1 

ൌ ሺെ1ሻݔ2
1
ݖ
݀ݖ
ݔ݀

െ ሺെ1ሻାଵ
1
ݖ
݀ାଵݖ
ାଵݔ݀

 

                  M1 

ൌ ݕݔ2 െ  ାଵݕ

as required.            A1* (3) 

 

(ii)  Suppose   ݕାଵ ൌ ݕݔ2 െ  ିଵ   for some ݇    B1ݕ2݇

ାଵݕ݀
ݔ݀

ൌ ݔ2
ݕ݀
ݔ݀

 ݕ2 െ 2݇
ିଵݕ݀
ݔ݀

 

                M1 

So using (i) 

ାଵݕݔ2 െ ାଶݕ ൌ ݕݔሺ2ݔ2 െ ାଵሻݕ  ݕ2 െ 2݇ሺ2ݕݔିଵ െ  ሻݕ

                    M1 

ൌ ݕଶݔ4 െ ାଵݕݔ2  ݕ2  ݕ2݇ െ ݕݔሺ2ݔ2 െ  ାଵሻݕ

                    M1 

ൌ ݕଶݔ4 െ ାଵݕݔ2  ݕ2  ݕ2݇ െ ݕଶݔ4   ାଵݕݔ2

ൌ ݕ2   ݕ2݇

Thus    ݕାଶ ൌ ାଵݕݔ2 െ 2ሺ݇  1ሻݕ   which is the required result for   ݇  1      A1 

ݕ ൌ 1 

ଵݕ ൌ ሺെ1ሻ
1
ݖ
ݖ݀
ݔ݀

ൌ െ1݁௫
మ ݀
ݔ݀

൫݁ି௫
మ
൯ ൌ െ݁௫

మ
. െ2ି݁ݔ௫

మ
ൌ  ݔ2

                    B1 

ଶݕ ൌ ሺെ1ሻଶ
1
ݖ
݀ଶݖ
ଶݔ݀

ൌ ݁௫
మ ݀ଶ൫݁ି௫

మ
൯

ଶݔ݀
ൌ ݁௫

మ

݀
ݔ݀

൫െ2ି݁ݔ௫
మ
൯൨ ൌ ݁௫

మ
൫െ2݁ି௫

మ
 ଶ݁ି௫ݔ4

మ
൯ 

ൌ െ2   ଶݔ4

                  M1A1 

ଵݕݔ2 െ 2 ൈ ݕ1 ൌ ሻݔሺ2ݔ2 െ 2 ൌ ଶݔ4 െ 2    so result true for   ݊ ൌ 1   A1 

Hence   ݕାଵ ൌ ݕݔ2 െ ݊   ିଵ  forݕ2݊  1  by induction.        A1 (10) 
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As    ݕାଵ ൌ ݕݔ2 െ ାଶݕ   , ିଵݕ2݊ ൌ ାଵݕݔ2 െ 2ሺ݊  1ሻݕ     M1 

Eliminating ݔ, 

ሺݕାଵሻଶ െ ାଶݕݕ ൌ 2ሺ݊  1ሻሺݕሻଶ െ  ାଵݕିଵݕ2݊

                M1 

Thus 

ାଵݕାଵሺݕ  ିଵሻݕ2݊ ൌ ାଶݕሺݕ  2ሺ݊  1ሻݕሻ 
So 

ାଵଶݕ െ ାଶݕݕ ൌ 2݊ሺݕଶ െ ାଵሻݕିଵݕ   ଶݕ2

                  A1 (3) 

(iii)   Suppose   ݕଶ െ ାଵݕିଵݕ  0  for some   ݇  1  B1 

Then,  as   2ݕଶ  0  ,  2݇ሺݕଶ െ ାଵሻݕିଵݕ  ଶݕ2  0  , i.e. by (ii)    ݕାଵଶ െ ାଶݕݕ  0    E1  

Consider  ݇ ൌ 1 

ଵଶݕ െ ଶݕݕ ൌ ሺ2ݔሻଶ െ 1 ൈ ሺെ2  ଶሻݔ4 ൌ ଶݔ4  2 െ ଶݔ4 ൌ 2  0 

                      B1 

Hence the result    ݕଶ െ ାଵݕିଵݕ  0   for  ݊  1 

            B1 (4) 
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3.     

ሻ′൯ݕݔሺݔ൫ݔ
ᇱ
ൌ ᇱݕݔሺݔሾݔ   ሻሿᇱݕିଵݔܿ

                  M1 

ൌ ′ݕାݔሾݔ   ሿᇱݕାିଵݔܿ

ൌ ᇱᇱݕାݔሾݔ  ᇱݕାିଵݔܿ  ሺܾ  ܿሻݔାିଵݕᇱ  ܿሺܾ  ܿ െ 1ሻݔାିଶݕሿ 

ൌ ′′ݕାାݔ  ሺܾ  2ܿሻݔାାିଵݕᇱ 	 ܿሺܾ  ܿ െ 1ሻݔାାିଶݕ 

                  M1A1 

This is of the required form if 

ܽ  ܾ  ܿ ൌ 2 

ܾ  2ܿ ൌ 1 െ  2

ܿሺܾ  ܿ െ 1ሻ ൌ ଶ െ  ଶݍ

              M1 

Thus 

ܿሺ1 െ 2 െ 2ܿ  ܿ െ 1ሻ ൌ ଶ െ  ଶݍ

ܿଶ  ܿ2  ଶ ൌ  ଶݍ

ܿ   ൌ േݍ 

              M1 

Thus it is possible if 

ܿ ൌ ݍ െ ܾ  ,   ൌ 1 െ ܽ  , ݍ2 ൌ 1     ݍ

or 

ܿ ൌ െݍ െ ܾ  ,  ൌ 1  ܽ  , ݍ2 ൌ 1   െ  ݍ

            A1 (6) 

(i)  		ݔଶݕ′′  ሺ1 െ ′ݕݔሻ2  ሺଶ െ ݕଶሻݍ ൌ 0 

So 

ሻ′൯ݕݔሺݔ൫ݔ
ᇱ
ൌ 0 

൫ݔሺݔݕሻ′൯
ᇱ
ൌ 0 

ሻᇱݕݔሺݔ ൌ  ܣ

              M1 

ሺݔݕሻᇱ ൌ  ିݔܣ

 

ݕݔ ൌ
௫ష್శభ

ିାଵ
 ܾ  unless  ܤ ൌ 1    B1 
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ݕ ൌ
ିାଵିݔܣ

െܾ  1
  ିݔܤ

 ܾ ് 1 ⇒ ݍ ് 0  in which case  	

ݕ ൌ
േݔܣ

േ2ݍ
 േݔܤ  

That is 

ݕ ൌ ାݔܥ  ିݔܦ  

              M1A1 

However, if  ܾ ൌ ݕݔ   ,  1 ൌ ܣ ln ݔ   ܤ     M1 

so   ݕ ൌ ିݔܣ ln ݔ  ିݔܤ  

So if  ݍ ൌ ݕ   , 0 ൌ ݔܣ ln ݔ   ݔܤ     M1A1 (7) 

(ii)   		ݔଶݕ′′  ሺ1 െ ′ݕݔሻ2  ݕଶ ൌ  ݔ

Thus  ݍ ൌ 0 ,  and   ܿ ൌ െ  ,  ܾ ൌ 1 ,  ܽ ൌ 1      B1 

ሻ′ሻᇱݕݔሺݔሺݔ ൌ  ݔ

ሺݔሺݔݕሻ′ሻᇱ ൌ  ିݔ

ሻᇱݕݔሺݔ ൌ
௫శభషೌ

ାଵି
 ݊  for   ܣ  1 െ ܽ ് 0  or  ݔሺݔݕሻᇱ ൌ ln ݔ  ݊  for     ܣ  1 െ ܽ ൌ 0  M1 B1 

݊  1 െ ܽ ൌ 0 ⇒ ݊ ൌ  

Thus    ሺݔݕሻᇱ ൌ
௫షೌ

ାଵି
 ሻᇱݕݔଵ    or  ሺିݔܣ ൌ ଵିݔ ln ݔ        ଵିݔܣ

So    ݔݕ ൌ
௫శభషೌ

ሺାଵିሻమ
 ܣ ln ݔ  ݕݔ   or   ܤ ൌ

ሺ୪୬௫ሻమ

ଶ
 ܣ ln ݔ   ܤ M1 M1 

So for   ݊ ് ݕ ,   ൌ
௫

ሺିሻమ
 ܣ lnݔ ݔ   ݔܤ A1 

and for    ݊ ൌ ݕ   ,  ൌ ݔ
ሺ୪୬௫ሻమ

ଶ
 ݔܣ ln ݔ   ݔܤ A1 (7) 
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4.    

ଶݔ

ܽଶ
െ
ଶݕ

ܾଶ
ൌ 1 

ݔ2
ܽଶ

െ
ݕ2
ܾଶ

ݕ݀
ݔ݀

ൌ 0 

                M1 

(Alternatively, 

ݕ݀
ݔ݀

ൌ
ݕ݀ ⁄ߠ݀

ݔ݀ ⁄ߠ݀
ൌ

ܾ secଶ ߠ
ܽ sec ߠ tan ߠ

 

also earns M1) 

Thus at P 

ݕ݀
ݔ݀

ൌ
ܽ sec ߠ
ܽଶ

ܾଶ

ܾ tan ߠ
ൌ

ܾ
ܽ sin ߠ

 

                  A1 

So the tangent at P is 

ݕ െ 	ܾ tan ߠ ൌ
ܾ

ܽ sin ߠ
ሺݔ െ ܽ sec  ሻߠ

                  M1 

Hence 

ݕܽ sin ߠ െ ܾܽ
sinଶ ߠ
cos ߠ

ൌ ݔܾ െ ܾܽ
1

cos ߠ
 

So 

ݔܾ െ ݕܽ sin ߠ ൌ ܾܽ ቆ
1

cos ߠ
െ
sinଶ ߠ
cos ߠ

ቇ ൌ ܾܽ
cosଶ ߠ
cos ߠ

ൌ ܾܽ cos  ߠ

as required.             A1* (4) 

(i)  S is the intersection of  ܾݔ െ ݕܽ sin ߠ ൌܾܽ cos   and  ߠ
௫


ൌ

௬


 

So  ܾݔ െ ݔܾ sin ߠ ൌ ܾܽ cos  ߠ   M1 

Thus, S is  ቀ
 ୡ୭ୱఏ

ଵିୱ୧୬ఏ
,
 ୡ୭ୱఏ

ଵିୱ୧୬ఏ
	ቁ    A1 

Similarly, T is the intersection of  ܾݔ െ ݕܽ sin ߠ ൌܾܽ cos   and  ߠ
௫


ൌ െ

௬


 

So T is  ቀ
 ୡ୭ୱఏ

ଵାୱ୧୬ఏ
, െ

 ୡ୭ୱఏ

ଵାୱ୧୬ఏ
	ቁ    M1A1 

The midpoint of ST is therefore  ൬
ଵ

ଶ
ቀ
 ୡ୭ୱఏ

ଵିୱ୧୬ఏ


 ୡ୭ୱఏ

ଵାୱ୧୬ఏ
ቁ ,

ଵ

ଶ
ቀ
 ୡ୭ୱఏ

ଵିୱ୧୬ఏ
െ

 ୡ୭ୱఏ

ଵାୱ୧୬ఏ
ቁ൰  M1 

1
2
൬
ܽ cos ߠ
1 െ sin ߠ


ܽ cos ߠ
1  sin ߠ

൰ ൌ
1
2
ܽ cos ߠ

1  sin ߠ  1 െ sin ߠ
ሺ1 െ sin ሻሺ1ߠ  sin ሻߠ

ൌ ܽ sec  ߠ

©UCLES 2018 STEP 3 MATHEMATICS 2018 39



1
2
൬
ܾ cos ߠ
1 െ sin ߠ

െ
ܾ cos ߠ
1  sin ߠ

൰ ൌ
1
2
ܾ cos ߠ

1  sin ߠ െ 1  sin ߠ
ሺ1 െ sin ሻሺ1ߠ  sin ሻߠ

ൌ ܾ tan  ߠ

                    M1 

which means it is P.  A1 (7) 

(ii)  As the tangents at P and Q are perpendicular, 

ܾ
ܽ sin ߠ

ൈ
ܾ

ܽ sin߮
ൌ െ1 

              B1 

(This is possible because ܽ  ܾ ) 

That is 

ܽଶ sin ߠ 	sin߮  ܾଶ ൌ 0 

The intersection of the tangents is given by the solution of 

ݔܾ െ ݕܽ sin ߠ ൌ ܾܽ cos  ߠ

ݔܾ െ ݕܽ sin߮ ൌ ܾܽ cos߮ 

Thus  

ݔ ൌ ܽ
ሺsin ߮ cos ߠ െ sin ߠ cos߮ሻ

ሺsin߮ െ sin ሻߠ
 

              M1 

and 

ݕ ൌ ܾ
ሺcos ߠ െ cos߮ሻ
ሺsin߮ െ sin ሻߠ

 

ଶݔ ൌ ቈܽ
ሺsin߮ cos ߠ െ sin ߠ cos ߮ሻ

ሺsin߮ െ sin ሻߠ

ଶ

 

                  A1 

ଶݕ ൌ െܽଶ sin ߠ 	sin ߮ ቈ
ሺcos ߠ െ cos߮ሻ
ሺsin߮ െ sin ሻߠ


ଶ

 

                  A1 

Note    sin ߠ 	sin߮ ൌ െ
మ

మ
൏ 0  so   sin߮ ് sin and so  sin߮  ߠ െ sin ߠ ് 0    E1 

So 

ଶݔ  ଶݕ ൌ
ܽଶ

ሺsin߮ െ sin ሻଶߠ
ሾሺsin߮ cos ߠ െ sin ߠ cos߮ሻଶ െ sin ߠ 	sin߮ ሺcos ߠ െ cos߮ሻଶሿ 

ൌ
ܽଶ

ሺsin߮ െ sin ሻଶߠ
ሾsinଶ ߮ cosଶ ߠ  sinଶ ߠ cosଶ ߮ െ sin ߠ 	sin߮ cosଶ ߠ െ sin ߠ 	sin߮	 cosଶ ߮ሿ 

                        M1 
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ൌ
మ

ሺୱ୧୬ఝିୱ୧୬ఏሻమ
ሾsinଶ ߮ ሺ1 െ sinଶ ሻߠ  sinଶ ߠ ሺ1 െ sinଶ ߮ሻ െ 2 sin߮ sin ߠ 2 sin߮ sin ߠ െ

sin ߠ 	sin߮ cosଶ ߠ െ sin ߠ 	sin ߮	 cosଶ ߮ሿ        M1 

ൌ
ܽଶ

ሺsin߮ െ sin ሻଶߠ
ሾሺsin߮ െ sin ሻଶߠ  sin߮ sin ሺ2ߠ െ 2 sin߮ sin ߠ െ cosଶ ߠ െ cosଶ ߮ሻሿ 

ൌ
ܽଶ

ሺsin߮ െ sin ሻଶߠ
ሾሺsin߮ െ sin ሻଶߠ  sin߮ sin ߠ 	ሺsinଶ ߮ െ 2 sin߮ sin ߠ  sinଶ  ሻሿߠ

ൌ ܽଶ  ܽଶ sin ߠ 	sin߮ ൌ ܽଶ െ ܾଶ 

as required.          M1A1* (9) 
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5.  (i)    

ሺ݇  1ሻሺ		ܣାଵ െ ାଵሻܩ െ ݇ሺܣ െ ሻܩ  0  

⟺		 ሺܽଵ  ܽଶ ⋯ ܽ  ܽାଵሻ െ ሺ݇  1ሻܩାଵ െ ሺܽଵ  ܽଶ  ⋯ ܽሻ  ܩ݇  0   M1 

⟺		ܽାଵ  ܩ݇  ሺ݇  1ሻܩାଵ  

⟺		
ೖశభ
ீೖ

 ݇  ሺ݇  1ሻ
ீೖశభ
ீೖ

     as  ܩ  0     M1 E1 

 

ீೖశభ
ீೖ

ൌ
൫ீೖ

ೖೖశభ൯
భ ೖశభ⁄

ீೖ
ൌ ቀೖశభ

ீೖ
ቁ
ଵ ାଵ⁄

ൌ        B1ߣ

 

So 

	
ೖశభ
ீೖ

 ݇  ሺ݇  1ሻ
ீೖశభ
ீೖ

ߣ	⟺	
ାଵ  ݇  ሺ݇  1ሻߣ       

 

ߣ	⟺
ାଵ െ ሺ݇  1ሻߣ  ݇  0   as required.       M1A1 (6) 

 

(ii)     ݂ሺݔሻ ൌ ାଵݔ െ ሺ݇  1ሻݔ  ݇ 

So  ݂′ሺݔሻ ൌ ሺ݇  1ሻݔ െ ሺ݇  1ሻ ൌ ሺ݇  1ሻ൫ݔ െ 1൯ and  ݂′′ሺݔሻ ൌ ሺ݇  1ሻ݇ݔିଵ  M1M1 

Thus, if  ݔ is positive, there is a single stationary point for  ݔ ൌ 1   and it is a minimum.  E1 

݂ሺ1ሻ ൌ 0  

and so  ݂ሺݔሻ ൌ ାଵݔ െ ሺ݇  1ሻݔ  ݇  0        E1* (4) 

 

(iii)  (a)  Assume   ܣ   ݇    for some particularܩ B1 

then by (ii), the condition for (i) is met and so  ܣାଵ െ ାଵܩ 


ାଵ
ሺܣ െ  ሻ   E1ܩ

 and thus  ܣାଵ   ାଵܩ

ଵܣ ൌ ܽଵ  and  ܩଵ ൌ ܽଵ  and so  ܣଵ  ଵܣ  ଵ    (in factܩ ൌ  ଵ)   B1ܩ

Thus, by the principle of mathematical induction,  ܣ     for all  ݊      B1 (4)ܩ

 

(b)  If  ܣ ൌ ܣ    for some  ݇  , then asܩ  ିଵܣ  ,  ݊    for allܩ   ିଵ   E1ܩ

and by (i) and (ii) ܣିଵ ൌ   ିଵ  andܩ   E1 

൬
ܽ
ିଵܩ

൰
ଵ ⁄

ൌ 1 

in which case   ܽ ൌ  ିଵ .  B1ܩ
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But as  ܣ ൌ ܣ   ,ܩ ൌ   and  ܽܩ ൌ ݇  ିଵ  for all  ݇ , forܩ ൌ 1 to  ݊    E1 

But,  ܣଵ ൌ ଵܩ ൌ ܽଵ     B1    and so  ܽଶ ൌ ଵܩ ൌ ܽଵ  and thus  ܣଶ ൌ ଶܩ ൌ ܽଵ  and  ܽଷ ൌ ଶܩ ൌ ܽଵ  and 
so on up to  ܣ ൌ ܩ ൌ ܽଵ  

Hence  ܽଵ ൌ ܽଶ ൌ ܽଷ ൌ ⋯ ൌ ܽ      E1 (6) 
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6.   (i)     

 ሬሬሬሬሬԦܥܣ   is parallel to			ሬሬሬሬሬԦܳܣ

So     ݍ െ ܽ ൌ ሺܿߣ െ ܽሻ    where   ߣ  is real. 

Therefore    
ି

ି
ൌ  which is real as required.  E1 (1) ߣ

Hence,    
ݍ െ ܽ
ܿ െ ܽ

ൌ ቀ
ݍ െ ܽ
ܿ െ ܽ

ቁ
∗
 

              M1 

ቀ
ݍ െ ܽ
ܿ െ ܽ

ቁ
∗
ൌ
ሺݍ െ ܽሻ∗

ሺܿ െ ܽሻ∗
ൌ
∗ݍ െ ܽ∗

ܿ∗ െ ܽ∗
 

              M1 

So as  
ݍ െ ܽ
ܿ െ ܽ

ൌ
∗ݍ െ ܽ∗

ܿ∗ െ ܽ∗
 

ሺܿ െ ܽሻሺݍ∗ െ ܽ∗ሻ ൌ ሺܿ∗ െ ܽ∗ሻሺݍ െ ܽሻ 

                A1* (3) 

ሺܿ െ ܽሻ ൬ݍ∗ െ
1
ܽ
൰ ൌ ൬

1
ܿ
െ
1
ܽ
൰ ሺݍ െ ܽሻ 

                M1 

Multiplying by   ܽܿ  , 

ሺܿ െ ܽሻሺܽܿݍ∗ െ ܿሻ ൌ െሺܿ െ ܽሻሺݍ െ ܽሻ 

                M1 

Thus  

∗ݍܿܽ െ ܿ ൌ െሺݍ െ ܽሻ 

as   ܿ െ ܽ ് 0                E1 

and so  

ݍ  ∗ݍܿܽ ൌ ܽ  ܿ 

                A1* (4) 

(ii)   Q lies on AC, so from  (i) 

ݍ  ∗ݍܿܽ ൌ ܽ  ܿ 

Also Q lies on BD, so similarly	
ݍ  ∗ݍܾ݀ ൌ ܾ  ݀ 

                M1 

Subtracting 	ሺܽܿ െ ܾ݀ሻݍ∗ ൌ ሺܽ  ܿሻ െ	ሺܾ  ݀ሻ      M1* 
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Multiplying the AC equation by   ܾ݀  and the BD one by   ܽܿ  and subtracting, 

ሺܽܿ െ ܾ݀ሻݍ ൌ 	ܽܿሺܾ  ݀ሻ െ ܾ݀ሺܽ  ܿሻ 

                M1 

So adding these two equations 

ሺܽܿ െ ܾ݀ሻሺݍ  ሻ∗ݍ ൌ 	ܽܿሺܾ  ݀ሻ െ ܾ݀ሺܽ  ܿሻ  ሺܽ  ܿሻ െ	ሺܾ  ݀ሻ 

                M1 

Rearranging 	
ሺܽܿ െ ܾ݀ሻሺݍ  ሻ∗ݍ ൌ ሺܽ െ ܾሻሺ1  ܿ݀ሻ  ሺܿ െ ݀ሻሺ1  ܾܽሻ 

as required.              A1* (5) 

(iii)  P lies on AB, so from (i)	
  ∗ܾܽ ൌ ܽ  ܾ 

                M1 

But as    is real,   ൌ 	 and so , ∗
  ܾܽ ൌ ܽ  ܾ 

                M1* 

That is  	
ሺ1  ܾܽሻ ൌ ܽ  ܾ 

Similarly, as P lies on CD	
ሺ1  ܿ݀ሻ ൌ ܿ  ݀ 

                M1 

Multiplying the final result of (ii) by  we have 

ሺܽܿ െ ܾ݀ሻሺݍ  ሻ∗ݍ ൌ ሺܽ െ ܾሻሺ1  ܿ݀ሻ  ሺܿ െ ݀ሻሺ1  ܾܽሻ 

                M1 

Thus	
ሺܽܿ െ ܾ݀ሻሺݍ  ሻ∗ݍ ൌ ሺܽ െ ܾሻሺܿ  ݀ሻ  ሺܿ െ ݀ሻሺܽ  ܾሻ 

                M1 

So, simplifying	
ሺܽܿ െ ܾ݀ሻሺݍ  ሻ∗ݍ ൌ 2ܽܿ െ 2ܾ݀ ൌ 2ሺܽܿ െ ܾ݀ሻ 

And as  ܽܿ െ ܾ݀ ് ݍሺ	    , 0  ሻ∗ݍ ൌ 2        E1 A1* (7) 
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7.   (i)    

ሺcot ߠ  ݅ሻଶାଵ െ ሺcot ߠ െ 1ሻଶାଵ

2݅
ൌ
ሺcos ߠ ݅ sin ሻଶାଵߠ െ ሺcos ߠ െ݅ sin ሻଶାଵߠ

2݅ sinଶାଵ ߠ
 

                      M1 

ൌ
ሺcosሺ2݊  1ሻ ߠ ݅ sinሺ2݊  1ሻߠሻ െ ሺcosሺ2݊  1ሻ ߠ െ݅ sinሺ2݊  1ሻߠሻ

2݅ sinଶାଵ ߠ
 

                      M1 

ൌ
2݅ sinሺ2݊  1ሻߠ
2݅ sinଶାଵ ߠ

ൌ
sinሺ2݊  1ሻߠ
sinଶାଵ ߠ

 

                      A1* (3) 

Let    ݕ ൌ cot  then  ,  ߠ

ሺݕ  ݅ሻଶାଵ െ ሺݕ െ ݅ሻଶାଵ

2݅
 

                      M1 

ൌ
ቀݕଶାଵ  ቀ2݊  1

1
ቁ ଶ݅ݕ  ቀ2݊  1

2
ቁ ଶିଵ݅ଶݕ  ⋯ቁ െ ቀݕଶାଵ െ ቀ2݊  1

1
ቁ ଶ݅ݕ  ቀ2݊  1

2
ቁ ଶିଵ݅ଶݕ െ ⋯ቁ

2݅
 

                      M1 

ൌ ቀ2݊  1
1

ቁ ଶݕ െ ቀ2݊  1
3

ቁ ଶିଶݕ  ⋯ ሺ݅ሻଶ 

                      M1 

So if   ሺ2݊  1ሻߠ ൌ ݉   where  ߨ݉ ൌ 1, 2, … , ݊  ,  sin ߠ ് 0  and  sinሺ2݊  1ሻߠ ൌ 0  E1 

So  	

ቀ2݊  1
1

ቁ cotଶ ߠ െ ቀ2݊  1
3

ቁ cotଶିଶ ߠ  ⋯ ሺെ1ሻ ൌ 0 

Thus if   ݔ ൌ cotଶ ቀ2݊    , ߠ  1
1

ቁ ݔ െ ቀ2݊  1
3

ቁ ିଵݔ  ⋯ ሺെ1ሻ ൌ 0   which gives the required 

result.                      A1* (5) 

(ii)   

 cotଶ ቀ
ߨ݉

2݊  1
ቁ



ୀଵ

 

is the sum of the roots of the equation in part (i) , and so is equal to       M1 

ቀ2݊  1
3

ቁ

ቀ2݊  1
1

ቁ
ൌ

ሺ2݊  1ሻ!
ሺ2݊ െ 2ሻ! 3!

ൈ
ሺ2݊ሻ! 1!
ሺ2݊  1ሻ!

ൌ
ሺ2݊ሻ!

ሺ2݊ െ 2ሻ! 3!
ൌ
2݊ ൈ ሺ2݊ െ 1ሻ

3 ൈ 2
ൌ
݊ሺ2݊ െ 1ሻ

3
 

    A1                  A1* (3) 
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(iii)   As   0 ൏ sin ߠ ൏ ߠ ൏ tan    , ߠ
ଵ

ୱ୧୬ఏ


ଵ

ఏ


ଵ

୲ୟ୬ఏ
  as these are all positive, and 

1
sinଶ ߠ


1
ଶߠ


1

tanଶ ߠ
 

                M1 

Thus 

cscଶ ߠ 
1
ଶߠ

 cotଶ  ߠ

                M1 

That is 

1  cotଶ ߠ 
1
ଶߠ

 cotଶ  ߠ

                M1 

or as required 

cotଶ ߠ ൏
1
ଶߠ

൏ 1  cotଶ  ߠ

 cotଶ ቀ
ߨ݉

2݊  1
ቁ



ୀଵ

൏  ൬
2݊  1
ߨ݉

൰
ଶ

൏  ቀ1  cotଶ ቀ
ߨ݉

2݊  1
ቁቁ



ୀଵ



ୀଵ

 

                M1 

݊ሺ2݊ െ 1ሻ

3
൏ ൬

2݊  1
ߨ

൰
ଶ


1
݉ଶ ൏ ݊ 

݊ሺ2݊ െ 1ሻ

3



ୀଵ

 

                M1 

݊ሺ2݊ െ 1ሻ

3ሺ2݊  1ሻଶ
ൈ ଶߨ ൏ 

1
݉ଶ ൏

݊ሺ2݊  2ሻ

3ሺ2݊  1ሻଶ
ൈ ଶߨ



ୀଵ

 

                M1 

Letting   ݊ → ∞ ,  

݊ሺ2݊ െ 1ሻ

3ሺ2݊  1ሻଶ
ൈ ଶߨ →

ଶߨ

6
 

                M1 

and 

݊ሺ2݊  2ሻ

3ሺ2݊  1ሻଶ
ൈ ଶߨ →

ଶߨ

6
 

                M1 

and so                  ∑
ଵ

మ ൌ
గమ


ஶ
ୀଵ           A1* (9) 

   

©UCLES 2018 STEP 3 MATHEMATICS 2018 47



8.   (i) 

 න
݂ሺݕሻ

ሺ1ݕ  ሻݕ
ݕ݀	 ൌ න

݂ሺݕሻ

ሺ1ݕ  ሻݕ
ݕ݀	

ஶ

ଵ

ାଵ

௬ୀ

ஶ

ୀଵ

 

                  M1 

Making a change of variable,  ݕ ൌ   ,  ଵିݔ
ௗ௬

ௗ௫
ൌ െିݔଶ      M1 

so 	

 න
݂ሺݕሻ

ሺ1ݕ  ሻݕ
ݕ݀	 ൌ න

݂ሺݕሻ

ሺ1ݕ  ሻݕ
ݕ݀	 ൌ න

݂ሺିݔଵሻ

ଵሺ1ିݔ  ଵሻିݔ
.െିݔଶ	݀ݔ



ଵ

ஶ

ଵ

ାଵ

௬ୀ

ஶ

ୀଵ

 

                  M1 

ൌ න
െ݂ሺିݔଵሻ
ሺݔ  1ሻ

. ݔ݀



ଵ

ൌ න
݂ሺିݔଵሻ
ሺ1  ሻݔ

. ݔ݀

ଵ



ൌ  ܫ

                  A1* (4) 

 

ܫ ൌ  න
݂ሺݕሻ

ሺ1ݕ  ሻݕ
ݕ݀	 ൌ  න

݂ሺݕሻ

ݕ

ାଵ

௬ୀ

െ
݂ሺݕሻ

1  ݕ
ݕ݀	

ஶ

ୀଵ

ାଵ

௬ୀ

ஶ

ୀଵ

 

                  M1 

ൌ  න
݂ሺݔ  1ሻ

ݔ  1



௫ୀିଵ

ஶ

ୀଵ

ݔ݀ െ න
݂ሺݕሻ

1  ݕ
ݕ݀	

ାଵ

௬ୀ

ஶ

ୀଵ

	 

                  M1 

ൌ  න
݂ሺݔሻ

ݔ  1



௫ୀିଵ

ஶ

ୀଵ

ݔ݀ െ න
݂ሺݕሻ

1  ݕ
ݕ݀	

ାଵ

௬ୀ

ஶ

ୀଵ

 

                  M1 

ൌ න
݂ሺݔሻ

ݔ  1

ஶ

௫ୀ

ݔ݀ െ න
݂ሺݔሻ

ݔ  1

ஶ

௫ୀଵ

 ݔ݀

                  M1 

ൌ න
݂ሺݔሻ

1  ݔ

ଵ

௫ୀ

 ݔ݀

as required.                A1* (5) 
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(ii)    From (i) 

න
ሼିݔଵሽ

ݔ  1

ଵ

௫ୀ

ݔ݀ ൌ න
ሼݔሽ

ݔ  1

ଵ

௫ୀ

 ݔ݀

                  M1 

ൌ න
ݔ

ݔ  1

ଵ

௫ୀ

ݔ݀ ൌ න 1 െ
1

ݔ  1

ଵ

௫ୀ

ݔ݀ ൌ ሾݔ െ lnሺݔ  1ሻሿ
ଵ ൌ 1 െ ln 2 

      M1          M1    A1 (4) 

න
ሼ2ିݔଵሽ

ݔ  1

ଵ

௫ୀ

 ݔ݀

ሼ2ሺݔ  1ሻሽ ൌ ሼ2ݔ  2ሽ ൌ ሼ2ݔሽ          E1 

and so we can once again use the result from part (i), and thus 

න
ሼ2ିݔଵሽ

ݔ  1

ଵ

௫ୀ

ݔ݀ ൌ න
ሼ2ݔሽ

ݔ  1

ଵ

௫ୀ

ݔ݀ ൌ න
ݔ2
ݔ  1

ଵ
ଶ

௫ୀ

	ݔ݀  	 න
ݔ2 െ 1
ݔ  1

ଵ

௫ୀଵଶ

 ݔ݀

          M1      M1A1 

ൌ 2ሾݔ െ lnሺݔ  1ሻሿ

ଵ
ଶ  ሾ2ݔ െ 3 lnሺݔ  1ሻሿଵ

ଶ

ଵ 

                dM1 

ൌ 1 െ 2 ln
3
2
 2 െ 3 ln 2 െ 1  3 ln

3
2
 

ൌ 2  ln
3
16

ൌ 	2 െ ln
16
3
 

                M1A1 (7) 
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9.  (i)    NELI for the n‐1 th collision between P and Q gives 

ିଵݒ െ ିଵݑ ൌ ݁ሺݒିଶ   ିଶሻݑ

                  M1 

and conserving momentum 

ିଵݒ݉݇  ିଵݑ݉ ൌ ିଶݑ݉ െ  ିଶݒ݉݇

                  M1 

which simplifies to 

ିଵݒ݇  ିଵݑ ൌ ିଶݑ െ  ିଶݒ݇

Eliminating   ݒିଶ   between the two equations by multiplying the first by ݇ and the second by ݁ and 
adding gives                M1 

݇ሺ1  ݁ሻݒିଵ  ሺ݁ െ ݇ሻݑିଵ ൌ ݁ሺ1  ݇ሻݑିଶ 

                  A1 

Similarly, the nth collision gives 

ݒ െ ݑ ൌ ݁ሺݒିଵ   ିଵሻݑ

and 

ݒ݇  ݑ ൌ ିଵݑ െ  ିଵݒ݇

                  M1 

Eliminating   ݒ   between these two equations by multiplying the first by k and subtracting from the 

second                  M1 

ሺ1  ݇ሻݑ ൌ ሺ1 െ ݇݁ሻݑିଵ െ ݇ሺ1  ݁ሻݒିଵ      (**)  A1 

Adding the left hand side of the equation from the n‐1 th collision to the right hand side of that just 

obtained (and vice versa) 

ሺ1  ݇ሻݑ  ݁ሺ1  ݇ሻݑିଶ ൌ ሺ1 െ ݇݁ሻݑିଵ  ሺ݁ െ ݇ሻݑିଵ 

                  M1 

Thus 

ሺ1  ݇ሻݑ  ݁ሺ1  ݇ሻݑିଶ ൌ ሺ1  ݁ െ ݇ െ ݇݁ሻݑିଵ ൌ ሺ1 െ ݇ሻሺ1  ݁ሻݑିଵ 

                  M1 

Giving 

ሺ1  ݇ሻݑ െ ሺ1 െ ݇ሻሺ1  ݁ሻݑିଵ  ݁ሺ1  ݇ሻݑିଶ ൌ 0 

                  A1* (10) 
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(ii)   The first impact gives using (**) 

൬1 
1
34
൰ݑଵ ൌ ൬1 െ

1
34

ൈ
1
2
൰ ݑ െ

1
34

൬1 
1
2
൰  ݒ

                  M1 

Thus 

ଵݑ70 ൌ ݑ67 െ  ݒ3

                  A1 

Letting   ݊ ൌ 0 

ݑ ൌ ܣ   ܤ

                  M1 

and letting   ݊ ൌ 1 

ܣ ൬
7
10
	൰  ܤ ൬

5
7
൰ ൌ ଵݑ ൌ

ݑ67 െ ݒ3
70

 

                  M1 

So  49ܣ  ܤ50 ൌ ݑ67 െ  ݒ3

Thus 

ܣ ൌ െ17ݑ   ݒ3

and  

ܤ ൌ ݑ18 െ  ݒ3

                  M1 A1 (6) 

Thus 

ݑ ൌ ሺെ17ݑ  ሻݒ3 ൬
7
10
	൰


 ሺ18ݑ െ ሻݒ3 ൬
5
7
൰


 

                  M1 

ൌ ൬
5
7
൰


ቈሺെ17ݑ  ሻݒ3 ൬
49
50
	൰


 ሺ18ݑ െ  ሻݒ3

If    ݒ  ݑ  ,  ( െ17ݑ6  ݒ3  ݑ )  and   18ݑ െ ݒ3 ൏ 0    M1 

 

For large ݊, the term  ቀ
ସଽ

ହ
	ቁ

→ 0  

                  E1 

ݑ   → ቀହ

ቁ

ሺ18ݑ െ ሻݒ3 ൏ 0    

                E1* (4) 
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10.    If G is the centre of mass of the combined disc and particle, then  

ሺܯ ݉ሻ ൈ ܩܱ ൌ ܯ ൈ 0 ݉ ൈ ܽ 

                  M1 

In equilibrium, G is vertically below A, so  sin ߚ ൌ
ைீ

ை
ൌ



ெା
    A1 (2) 

Applying the cosine rule to triangle OAP, 

ଶܲܣ ൌ ܽଶ  ܽଶ െ 2ܽଶ cos ቀ
ߨ
2
െ ቁߚ ൌ 2ܽଶሺ1 െ sin  ሻߚ

            M1      M1 

Thus 

ܲܣ
ܽ
ൌ ඥ2ሺ1 െ sin ሻߚ ൌ ට2 ቀ1 െ

݉
ܯ ݉

ቁ ൌ ඨ
ܯ2

ܯ ݉
 

              M1    A1* (4) 

The kinetic energy of the disc about L is   
ଵ

ଶ
ሶߠܫ ଶ     B1  and the kinetic energy of the particle about L is   

ଵ

ଶ
݉൫ߠܲܣሶ൯

ଶ
ൌ

ଵ

ଶ
݉2ܽଶሺ1 െ sin ሶߠሻߚ ଶ ൌ ሺ1 െ sin ሶߠሻ݉ܽଶߚ ଶ 

  B1      M1 

The potential energy of the system relative to the zero level of the point G in equilibrium is 

ሺܯ ݉ሻ݃ܩܣሺ1 െ cos ሻߠ ൌ ሺܯ ݉ሻ݃ܽ cos ሺ1ߚ െ cos  ሻߠ  

  B1        M1 

So, during the motion, conserving energy 

1
2
ሶߠܫ ଶ  ሺ1 െ sin ሶߠሻ݉ܽଶߚ ଶ  ሺܯ ݉ሻ݃ܽ cos ሺ1ߚ െ cos  ሻߠ

Is constant.              E1 (6) 

1
2
ሶߠܫ ଶ  ሺ1 െ sinߚሻ݉ܽଶߠሶ ଶ  ሺܯ ݉ሻ݃ܽ cos ሺ1ߚ െ cos ሻߠ ൌ ܿ 

Differentiating with respect to time, 

ሷߠሶߠܫ  2ሺ1 െ sin ሷߠሶߠሻ݉ܽଶߚ  ሺܯ ݉ሻ݃ܽ cos ߚ sin ߠ ሶߠ ൌ 0 

                  M1 A1 

Thus, as   ݉ ൌ
ଷ

ଶ
sin   , ܯ ߚ ൌ



ெା
ൌ

ଷ

ହ
  and    cos ߚ ൌ

ସ

ହ
   (cos  	ߚ is positive as ߚ	  is acute) B1 

and because   ܫ ൌ
ଷ

ଶ
 , ଶܽܯ

൬
3
2
ଶܽܯ  2 ൈ

2
5
ൈ
3
2
ଶ൰ܽܯ ሷߠ  ൬ܯ 

3
2
൰݃ܽܯ ൈ

4
5
sin ߠ ൌ 0 

                  M1 
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For small oscillations,  sin ߠ 	ൎ  , ߠ         M1 

so 

27
10

ሷߠܽ  ߠ2݃	 ൎ 0 

That is 

ሷߠ 	ൎ െ
20
27
	
݃
ܽ
 ߠ	

                  A1 

and hence the period of small oscillations is 

ඨߨ2
27ܽ
20݃

ൌ ඨߨ3
3ܽ
5݃

 

          M1    A1* (8) 
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11.    At a general moment in the motion, when the acute angle between the string and the upward 

vertical is ߠ , and the speed of the particle is  ݒ , resolving towards O 

ܶ′  ݉݃ cos ߠ ൌ ݉
ଶݒ

ܾ
 

where  ܶ′  is the tension in the string and  ݉  is the mass of the particle.    M1 

So at the point when the string becomes slack, 

݃ cos ߙ ൌ
ܸଶ

ܾ
 

                    M1 

i.e.  ܸଶ ൌ ܾ݃ cos  ߙ               A1 (3) 

If ݔ is the horizontal displacement of the particle from O at time ݐ, and ݕ the vertical. Then 

ݔ ൌ ܾ sin ߙ െ ݐܸ cos  ߙ

                    M1 

and  

ݕ ൌ ܾ cos ߙ  ݐܸ sin ߙ െ
1
2
 ଶݐ݃

                    M1 

The string is taut when  ݔଶ  ଶݕ ൌ ܾଶ            M1 

So 

ሺܾ sin ߙ െ ܸܶ cos ሻଶߙ  ൬ܾ cos ߙ  ܸܶ sin ߙ െ
1
2
݃ܶଶ൰

ଶ

ൌ ܾଶ 

                    A1 

Thus 

ܾଶ sinଶ ߙ െ 2ܾ sin ܸܶߙ cos ߙ  ܸଶܶଶ cosଶ ߙ
 ܾଶ cosଶ ߙ  2ܾ sin ܸܶߙ cos ߙ  ܸଶܶଶ sinଶ ߙ െܾ݃ܶଶ cos ߙ െܸ݃ܶଷ sin ߙ


1
4
݃ଶܶସ ൌ ܾଶ 

                    M1 

So 

ܸଶܶଶ െ ܾ݃ܶଶ cos ߙ െܸ݃ܶଷ sin ߙ 
1
4
݃ଶܶସ ൌ 0 

But as  ܸଶ ൌ ܾ݃ cos  , ߙ

ܸଶܶଶ െ ܸଶܶଶ െ ܸ݃ܶଷ sin ߙ 
1
4
݃ଶܶସ ൌ 0 

                    M1 
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So 

݃ଶܶସ ൌ 4ܸ݃ܶଷ sin  ߙ

and as  ܶ ് 0 , 

݃ܶ ൌ 4ܸ sin  ߙ

                    A1* (7) 

 

 

ሶݔ ൌ െܸ cos  ߙ

                    B1 

ሶݕ ൌ ܸ sin ߙ െ݃ݐ 

                    B1 

Thus  

tan ߚ ൌ
ܸ sinߙ െ݃ܶ
െܸ cos ߙ

ൌ
ܸ sin ߙ െ4ܸ sin ߙ

െܸ cos ߙ
ൌ 3 tan  ߙ

                    M1 A1* (4) 

The particle comes instantaneously to rest if and only if its motion is radial at the point of impact. 

In other words,  
ݕ
ݔ
ൌ tanߚ 

when   ݐ ൌ ܶ .                  M1 

Thus 

ݔ ൌ ܾ sin ߙ െ ܸܶ cos ߙ ൌ 	ܾ sin ߙ െ ܸ
4ܸ sin ߙ

݃
cos ߙ ൌ ܾ sin ߙ െ 4ܾ sin ߙ cosଶ  ߙ

                    M1 

and 

ݕ ൌ 	ܾ cos ߙ  ܸܶ sin ߙ െ
1
2
݃ܶଶ ൌ ܾ cos ߙ  ܸ

4ܸ sin ߙ
݃

sin ߙ െ
1
2
݃ ൬

4ܸ sin ߙ
݃

൰
ଶ

 

ൌ 	ܾ cos ߙ  4ܾ cos ߙ sinଶ ߙ െ 8ܾ cos ߙ sinଶ ߙ ൌ ܾ cos ߙ െ 4ܾ cos ߙ sinଶ  ߙ

                    M1 

So 

tan ߚ ൌ 3 tan ߙ ൌ
ܾ cos ߙ െ 4ܾ cos ߙ sinଶ ߙ
ܾ sin ߙ െ 4ܾ sin ߙ cosଶ ߙ

 

                    M1 
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Rewritten. this is 

3 sin ߙ
cos ߙ

ൌ
cos ߙ ሺ1 െ 4 sinଶ ሻߙ

sin ߙ ሺ1 െ 4 cosଶ ሻߙ
 

3 sinଶ ߙ ൫1 െ 4ሺ1 െ sinଶ ሻ൯ߙ ൌ ሺ1 െ sinଶ ሻሺ1ߙ െ 4 sinଶ  ሻߙ

                    M1 

Thus 

8ሺsinଶ ሻଶߙ െ 4 sinଶ ߙ െ 1 ൌ 0 

So 

sinଶ ߙ ൌ
4 േ 4√3
16

ൌ
1 േ √3
4

 

However,  sinଶ ߙ  0 , so   sinଶ ߙ ൌ
ଵା√ଷ

ସ
          A1* (6) 
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12.   (i)   ܲሺ ܻ   E1 ݕ ሻ   is the probability that at least ݇ numbers are less than or equal toݕ

The probability that exactly ݇ are smaller than or equal to ݕ is given by   

ቀ
݊
݇ቁݕ

ሺ1 െ  ሻିݕ

                    M1 

So  

ܲሺ ܻ   ሻݕ

ൌ ቀ
݊
݇ቁ ݕ

ሺ1 െ ሻିݕ  ቀ
݊

݇  1ቁ ݕ
ାଵሺ1 െ ሻିିଵݕ  ቀ

݊
݇  2ቁ ݕ

ାଶሺ1 െ ሻିିଶݕ  ⋯ቀ
݊
݊ቁ ݕ

 

ൌ  ቀ
݊
݉ቁݕ

ሺ1 െ ሻିݕ


ୀ

 

as required.                  A1* (3) 

(ii)   

݉ቀ
݊
݉ቁ ൌ

݉ ൈ ݊!
ሺ݊ െ ݉ሻ!݉!

ൌ
݊!

ሺ݊ െ݉ሻ! ሺ݉ െ 1ሻ!
ൌ

݊ ൈ ሺ݊ െ 1ሻ!

൫ሺ݊ െ 1ሻ െ ሺ݉ െ 1ሻ൯! ሺ݉ െ 1ሻ!
ൌ ݊ ቀ݊ െ 1

݉ െ 1
ቁ 

    B1            M1      A1* 

ሺ݊ െ݉ሻ ቀ
݊
݉ቁ ൌ

ሺ݊ െ݉ሻ ൈ ݊!
ሺ݊ െ ݉ሻ!݉!

ൌ
݊!

ሺ݊ െ ݉ െ 1ሻ!݉!
ൌ

݊ ൈ ሺ݊ െ 1ሻ!

൫ሺ݊ െ 1ሻ െ ݉൯!݉!
ൌ ݊ ቀ݊ െ 1

݉
ቁ 

                M1      A1 (5) 

ሻݕሺܨ ൌ  ቀ
݊
݉ቁݕ

ሺ1 െ ሻିݕ


ୀ

 

so 

݂ሺݕሻ ൌ
݀
ݕ݀

 ቀ
݊
݉ቁݕ

ሺ1 െ ሻିݕ


ୀ

 

                    M1 

ൌ  ݉ቀ
݊
݉ቁݕ

ିଵሺ1 െ ሻିݕ


ୀ

  െሺ݊ െ ݉ሻ ቀ
݊
݉ቁݕ

ሺ1 െ ሻିିଵݕ



ୀ

 

                    M1 

ൌ  ݉ቀ
݊
݉ቁݕ

ିଵሺ1 െ ሻିݕ


ୀ

  െሺ݊ െ ݉ሻ ቀ
݊
݉ቁݕ

ሺ1 െ ሻିିଵݕ

ିଵ

ୀ

 

                    M1 

ൌ  ݊ቀ݊ െ 1
݉ െ 1

ቁ ିଵሺ1ݕ െ ሻିݕ


ୀ

  െ݊ ቀ݊ െ 1
݉

ቁݕሺ1 െ ሻିିଵݕ

ିଵ

ୀ

 

                    M1 
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ൌ  ݊ቀ݊ െ 1
݉ െ 1

ቁݕିଵሺ1 െ ሻିݕ


ୀ

  െ݊ ቀ݊ െ 1
݉ െ 1

ቁ ିଵሺ1ݕ െ ሻିݕ


ୀାଵ

 

                    M1 

ൌ ݊ ቀ݊ െ 1
݇ െ 1

ቁݕିଵሺ1 െ  ሻିݕ

as required.                  A1* (6) 

Because  ݂ሺݕሻ  is a probability density function,   ݂ሺݕሻ݀ݕ ൌ 1
ଵ
      E1 

Thus   

න ିଵሺ1ݕ െ ݕሻି݀ݕ ൌ
1

݊ ቀ݊ െ 1
݇ െ 1

ቁ

ଵ


 

                    B1 (2) 

(iii)  

ሺܧ ܻሻ ൌ ݊ ቀ݊ െ 1
݇ െ 1

ቁන ݕ ൈ ିଵሺ1ݕ െ ݕሻି݀ݕ ൌ
ଵ


݊ ቀ݊ െ 1

݇ െ 1
ቁන ሺ1ݕ െ ݕሻି݀ݕ

ଵ


 

                    M1 

ൌ ݊ ቀ݊ െ 1
݇ െ 1

ቁන ାଵିଵሺ1ݕ െ ݕሻାଵିሺାଵሻ݀ݕ ൌ ݊ ቀ݊ െ 1
݇ െ 1

ቁ
1

ሺ݊  1ሻ ቀ݊  1 െ 1
݇  1 െ 1

ቁ

ଵ


 

            M1        M1 

ൌ ݊ ቀ݊ െ 1
݇ െ 1

ቁ
1

ሺ݊  1ሻ ቀ
݊
݇ቁ

ൌ
݊ሺ݊ െ 1ሻ!

ሺ݊ െ ݇ሻ! ሺ݇ െ 1ሻ!

ሺ݊ െ ݇ሻ! ݇!
ሺ݊  1ሻ݊!

ൌ
݇

݊  1
 

                    A1 (4) 

   

©UCLES 2018 STEP 3 MATHEMATICS 2018 58



13.  

ሻݐሺܩ ൌ   ݐଵ  ଶݐଶ  ଷݐଷ 	⋯ 

ሺ1ሻܩ ൌ   ଵ  ଶ  ଷ 	⋯ 

ሺെ1ሻܩ ൌ  െ ଵ  ଶ െ ଷ 	⋯ 

                  M1 

ሺ1ሻܩ  ሺെ1ሻܩ ൌ 2  ଶ2 	⋯ ൌ 2ሺ  ଶ  ସ 	⋯ ሻ ൌ 2ܲሺܺ ൌ ⋯	4	ݎ	2	ݎ	0 ሻ 

                  M1 

Thus 

ܲሺܺ ൌ ⋯	4	ݎ	2	ݎ	0 ሻ ൌ
1
2
൫ܩሺ1ሻ   ሺെ1ሻ൯ܩ

as required.                A1* (3) 

ܲሺܺ ൌ ሻݎ ൌ ݁ିఒ
ߣ

!ݎ
 

ሻݐሺܩ ൌ ݁ିఒݐ
ߣ

!ݎ
ൌ ݁ିఒ

ஶ

ୀ


ሺݐߣሻ

!ݎ
ൌ ݁ିఒ݁ఒ௧

ஶ

ୀ
ൌ ݁ିఒሺଵି௧ሻ 

              M1    A1* (2) 

(i)  

 ܲሺܻ ൌ ሻݎ ൌ ݇
ஶ

ୀ
ܲሺܺ ൌ ⋯	4	ݎ	2	ݎ	0 ሻ ൌ ݇ ൈ

1
2
൫ܩሺ1ሻ   ሺെ1ሻ൯ܩ

                  M1 

ൌ
݇
2
൫1  ݁ିଶఒ൯ ൌ ݇

݁ఒ  ݁ିఒ

2݁ఒ
ൌ ݇

cosh ߣ
݁ఒ

 

As   

 ܲሺܻ ൌ ሻݎ ൌ 1
ஶ

ୀ
 

݇ ൌ
݁ఒ

cosh ߣ
 

                  A1 

ሻݐሺܩ ൌ ܲሺܻ ൌ ݐ	ሻݎ ൌ ݇ ቆ݁ିఒ  ݁ିఒ
ଶߣ

2!
ଶݐ  ݁ିఒ

ସߣ

4!
ସݐ  ⋯ቇ

ஶ

ୀ
 

                  M1 

ൌ ݇݁ିఒ ቆ1 
ሺݐߣሻଶ

2!

ሺݐߣሻସ

4!
 	⋯ቇ 

ൌ
݇݁ିఒ

2
ቈቆ1  ݐߣ 

ሺݐߣሻଶ

2!

ሺݐߣሻଷ

3!

ሺݐߣሻସ

4!
	⋯ቇ  ቆ1 െ ݐߣ 

ሺݐߣሻଶ

2!
െ
ሺݐߣሻଷ

3!

ሺݐߣሻସ

4!
െ	⋯ቇ 
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ൌ
݁ఒ݁ିఒ

cosh ߣ
݁ఒ௧  ݁ିఒ௧

2
ൌ
cosh ݐߣ
cosh ߣ

 

            M1    A1* (5) 

as required. 

ሺܻሻܧ ൌ  ᇱሺ1ሻܩ

ሻݐᇱሺܩ ൌ
	ߣ sinh ݐߣ
cosh ߣ

 

                M1 

Thus 

ሺܻሻܧ ൌ
	ߣ sinh ߣ
cosh ߣ

ൌ ߣ tanh 	ߣ ൏  ߣ

              M1  A1* (3) 

for  ߣ  0 

Alternatively, 

ሺܻሻܧ ൌ
	ߣ sinh ߣ
cosh ߣ

ൌ ߣ
݁ఒ െ ݁ିఒ

݁ఒ  ݁ିఒ
ൌ ߣ

1 െ ݁ିଶఒ

1  ݁ିଶఒ
൏  ߣ

(ii)  	
ሻݐሺܩ ൌ   ݐଵ  ଶݐଶ  ଷݐଷ 	⋯ 

ሺ1ሻܩ ൌ   ଵ  ଶ  ଷ 	⋯ 

ሺെ1ሻܩ ൌ  െ ଵ  ଶ െ ଷ 	⋯ 

ሺ݅ሻܩ ൌ   ଵ݅ െ ଶ െ ଷ݅ 	⋯ 

ሺെ݅ሻܩ ൌ  െ ଵ݅ െ ଶ  ଷ݅ 	⋯ 

ሺ1ሻܩ  ሺെ1ሻܩ  ሺ݅ሻܩ  ሺെ݅ሻܩ ൌ 4  ସ4 	⋯ ൌ 4ܲሺܺ ൌ ⋯	4	ݎ	0 ሻ 

 ܲሺܼ ൌ ሻݎ ൌ ܿ
ஶ

ୀ
ܲሺܺ ൌ ⋯	4	ݎ	0 ሻ ൌ ܿ ൈ

1
4
൫ܩሺ1ሻ  ሺെ1ሻܩ  ሺ݅ሻܩ   ሺെ݅ሻ൯ܩ

ൌ
ܿ
4
൫1  ݁ିଶఒ  ݁ିఒሺଵିሻ  ݁ିఒሺଵାሻ൯ 

ൌ
ܿ
4
ቀ1  ݁ିଶఒ  ݁ିఒሺcos ߣ  ݅ sin ߣ  cos ߣ െ ݅ sin  ሻቁߣ

ൌ
ܿ
4
൫݁ఒ  ݁ିఒ  2 cos ൯ߣ

݁ఒ
ൌ
ܿሺcosh ߣ  cos ሻߣ

2݁ఒ
 

                  M1 

As     ∑ ܲሺܼ ൌ ሻݎ ൌ 1ஶ
ୀ   ,  ܿ ൌ

ଶഊ

ୡ୭ୱ୦ఒାୡ୭ୱఒ
        A1 
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ሻݐሺܩ ൌ ܲሺܼ ൌ ݐ	ሻݎ ൌ ܿ ቆ݁ିఒ  ݁ିఒ
ସߣ

4!
ଶݐ  ݁ିఒ

଼ߣ

8!
଼ݐ  ⋯ቇ

ஶ

ୀ
 

ൌ ܿ݁ିఒ ቆ1 
ሺݐߣሻସ

4!

ሺݐߣሻ଼

8!
	⋯ቇ 

ൌ
ܿ݁ିఒ

4
ቈቆ1  ݐߣ 

ሺݐߣሻଶ

2!
	⋯ቇ  ቆ1 െ ݐߣ 

ሺݐߣሻଶ

2!
െ	⋯ቇ  ቆ1  ݐ݅ߣ െ

ሺݐߣሻଶ

2!
	⋯ቇ

 ቆ1 െ ݐ݅ߣ െ
ሺݐߣሻଶ

2!
	⋯ቇ 

ൌ
ܿ݁ିఒ

4
൫݁ఒ௧  ݁ିఒ௧  ݁ఒ௧  ݁ିఒ௧൯ 

ൌ
ܿ݁ିఒ

2
ሺcosh ݐߣ  cos  ሻݐߣ

                  M1 

As   ܩሺ1ሻ ൌ 1  ,  ܿ ൌ
ଶഊ

ୡ୭ୱ୦ఒାୡ୭ୱఒ
 

So 

ሻݐሺܩ ൌ
ሺcosh ݐߣ  cos ሻݐߣ
ሺcosh ߣ  cos ሻߣ

 

                  A1ft 

ሻݐᇱሺܩ ൌ
ሺsinhߣ ݐߣ െ sin ሻݐߣ
ሺcosh ߣ  cos ሻߣ

 

And thus 

ሺܼሻܧ ൌ ᇱሺ1ሻܩ ൌ
ሺsinhߣ ߣ െ sin ሻߣ
ሺcosh ߣ  cos ሻߣ

 

                  M1 

If  ߣ ൌ
ଷగ

ଶ
 ,                  M1 

ሺܼሻܧ ൌ
ߨ3
2

ቀsinh
ߨ3
2  1ቁ

cosh
ߨ3
2

 

ൌ
ߨ3
2
	ൈ	

݁
ଷగ
ଶ െ ݁

ିଷగ
ଶ

2  1

݁
ଷగ
ଶ  ݁

ିଷగ
ଶ

2

ൌ
ߨ3
2
	ൈ	

݁
ଷగ
ଶ  ݁

ିଷగ
ଶ

2  ൬1 െ ݁
ିଷగ
ଶ ൰

݁
ଷగ
ଶ  ݁

ିଷగ
ଶ

2

	 

As  ݁
షయഏ
మ ൏ 1  , in this case,  ܧሺܼሻ  ߣ for all positive values of ߣ  ሺܼሻ is not less thanܧ ,and so no   ߣ

                  A1 (7) 

 

 

©UCLES 2018 STEP 3 MATHEMATICS 2018 61


	Blank Page



